XXIV COM 2011 – Nível 3
1ª PARTE

01) Solução: 

Consideremos a figura abaixo:

[image: image1.png]



PQ // AC

Como o ângulo P
[image: image2.wmf]Ù

A

M = M
[image: image3.wmf]Ù

A

C, Q
[image: image4.wmf]Ù

C

M = M
[image: image5.wmf]Ù

C

A e PQ // AC, então os triângulos APM e CMQ são isósceles de bases AM e Mc, respectivamente. Então, AP = PM, e MQ = QC. Assim, PQ = PM + MQ = AP + QC = 6, POIS AP + QC = 6. Letra D.

02) Solução:

Consideremos a figura abaixo:

[image: image6.png]



Como DC = BC, o 
[image: image7.wmf]D

CBD é isósceles de base BD, então o ângulo C
[image: image8.wmf]Ù

B

D = C
[image: image9.wmf]Ù

D

B = y. Visto que 
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 + 
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 + 
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C

 = 180°, e A
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B

C = 80° + B
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A

C, resulta que
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A

 + 80° + 
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 + 
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C

 = 180° ( 2
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A

 + 
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C

 = 100° (1)

No 
[image: image20.wmf]D

ABD, 2y + 
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C

 = 180° (2). 
E no 
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ABD, 
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A

 + A
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D + 180° - y = 180° ( y = 
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A

 + A
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B

D (3)
2
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A

 + 
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C

 = 180° - 2A
[image: image29.wmf]Ù

B

D (4).

De (1) e (4), temos: 180° - 2 A
[image: image30.wmf]Ù

B

D = 100° ( A
[image: image31.wmf]Ù

B

D = 40°.

Letra A.

03) Solução:

Façamos x = 1006 e y = 1005, então 
[image: image32.wmf]3
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Assim, A = [
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]³ = 3³ = 27. Letra D.

04) Solução:

Como xyz = 1, então x 
[image: image34.wmf]¹

0, y
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0, e z 
[image: image36.wmf]¹

0.

Assim, 
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Portanto, A = (
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)² = 1² = 1. Letra E.
05) Solução: 

Se x + y + z = 0, então 
0 = (x + y + z)³ = [(x + y) + z]³ = (x + y)³ + 3(x + y)²z + 3(x+y)z² + z³ = 
x³ + 3x²y + 3xy² + y³+3z+(x+y)² + 3z²(x+y)+z³ = 
x³ + y³ + z³ + 3xy(x+y) + 3z(x+y)² + 3z²(x+y) = 
x³ + y³ + z³ + 3(x+y)[xy+z(x+y)+z²] = 

x³ + y³ + z³ + 3(x+y)[xy+xz+yz+z²] = 

x³ + y³ + z³ + 3(x+y)[x(y+z)+z(y+z)] = 

x³ + y³ + z³ + 3(x+y)(y+z)(x+z) = 

x³ + y³ + z³ + 3(-z)(-x)(-y), logo x³ + y³ + z³ + 3(-z)(-x)(-y) = 0 ( x³ + y³ + z³ = 3xyz. Letra B.
06) Solução: 

Consideremos o paralelogramo da figura abaixo:
[image: image41.png]



AD = BC = 3.

AB = DC = 4,


[image: image42.wmf]Ù

A

 = 
[image: image43.wmf]Ù

C

= 60° e


[image: image44.wmf]Ù

B

= 
[image: image45.wmf]Ù

D

= 120°

Aplicando a Lei dos Cossenos aos triângulos ABD e ABC, temos:

d² = (AB)² + (AD)² - 2AB · AD · cos60° e d1² = (AB)² + (BC)² - 2AB · BC · cos120°.

Substituindo os valores dados, obtemos:

D² = 16 + 9 – 2·4·3 * ½ = 13 ( d = 
[image: image46.wmf]13

, e d1² = 16 + 9 – 2·4·3 · (- ½ ) = 37. d1= 
[image: image47.wmf]37

. Letra B.

07) Solução: 

Elevando ao quadrado ambos os membros das duas primeiras equações e somando membro a membro, obtemos:

sen²x + 2senxcosx + sen²y = a²
cos²x + 2cosxcosy + cos²y = b²

1 + 2(cosxcosy + senxcosy) + 1 = a² + b² e, como cos(x-y) = cosxcosy + senxseny = c, então 2 + 2c = a² + b² ( a² + b² = 2(1 + c). Letra C.

08) Solução:

Se asenx + cosx = a ( (asenx+cosx)² = a² ( a²sen²x + 2asenxcosx + cos²x = a² e, como asenx = a – cosx, então a²sen²x + 2(a – cosx)·cosx + cos²x = a² ( a²sen²x + 2acosx – cos²x = a² ( a² - a²cos²x + 2acosx – cos²x = a² ( (-a²cosx-cosx+2ª)cosx = 0 ( cosx = 0, ou – a²cosx – cosx+2ª = 0 ( cosx = 
[image: image48.wmf]1

²

2
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a

. Letra C.

09) Solução:

Consideremos a figura abaixo:

[image: image49.png]



Pelo teorema de Pitágoras, (a+r)² = a² + (a-r)² ( a² - 4ra = 0 ( a = 0 (Não serve!) e a = 4r.

Os lados do triangulo ABC têm comprimentos 3r, 4r e 5r.

Assim, cos
[image: image50.wmf]a

 = 
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 e cos
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 = 
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Portanto, o cosseno do maior ângulo é 
[image: image55.wmf]5

3

. Questão anulada (houve erro de digitação!).

10) Solução:

Seja ab um número de 2 algarismos.

Escrevendo ab na base 10, obtemos:

10ª + b – a·b = 12. Fatorando esta igualdade, temos:

A(10-b) + b = 12. Somando (-10) em ambos os membros desta equação, resulta em:

A(10-b) – 1(10-b) = 2 
[image: image56.wmf]¾

®

¬

 (a-1)(10-b) = 2 (
a – 1 = 2.                                              a – 1 = 2. 

e                   (    a = 3 e b = 9, ou ,    e                   ( a = 2, e b = 8,

10 – b = 1
[image: image57.wmf]                                         10 – b = 1

ou

a – 1 = -2.      

e                   (   Não existe solução                

10 – b = -1                         

ou

a – 1 = -1.      

e                   (   Não existe solução                

10 – b = -2

Assim, só existem os números 39 e 28. Letra A.

2ª PARTE

01) Solução:

a) Consideremos o triângulo eqüilátero da figura abaixo:

[image: image58.png]



Os triângulos BMQ, COM e APQ são congruentes por terem um ângulo igual (
[image: image59.wmf]Ù

A

=
[image: image60.wmf]Ù

B

=
[image: image61.wmf]Ù

C

 = 60°), compreendido entre lados iguais. Logo o triângulo PQM é também eqüilátero. O triangulo BQR é isósceles de base QR, então o ângulo B
[image: image62.wmf]Ù

Q

R = B
[image: image63.wmf]Ù

R

Q e, como 
[image: image64.wmf]Ù

B

 = 60°, logo B
[image: image65.wmf]Ù

Q

R = B
[image: image66.wmf]Ù

R

Q = 60°, portanto, o triângulo BQR é eqüilátero. Como M é o ponto médio de BR, resulta que QM é a altura (mediana e bissetriz) deste triângulo, ou seja, QM 
[image: image67.wmf]^

BC.

Analogamente, mostra-se que PQ 
[image: image68.wmf]^

AB e MP 
[image: image69.wmf]^

AC.

b) Chamemos AB = BC = CA = l, e PQ = QM = MP = l1.

Pelo teorema de Pitágoras,

l1² = 
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A altura h1 do triângulo PQM é h1 = 
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. A área do triângulo PQM é igual a: 
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e a área do triângulo ABC é igual a: 
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Logo, 
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02) Solução:

Se 
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C

= 2
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A

 (e não 
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A

 = 2
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C

) e AC = 2BC, temos 
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+
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B

+ 2
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A

 = 180° ( 
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B

 = 180° - 3
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A

, assim: sen
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B

 = sem(180° - 3
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A

) = sen3
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A

 (1).

Aplicando a Lei dos senos ao triângulo ABC, obtemos:
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B

= 2sen
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A

 (2).
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Usando (1) e (2), resulta que 2sen
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A

 = sen3
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A

, e, como sen3
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A

 = 3sen
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A

 - 4sen³
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A

, então 2sen
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A

 = 3sen
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A

 - 4sen³
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A

 ( sen
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A

 - 4sen³
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A

 = 0 ( sen
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A

(1-4sen²
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A

) = 0 ( sen
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A

 = 0, o que não pode ocorrer, pois 0° < 
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A

 < 180°, ou 1 – 4sen²
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A

 = 0 ( 4sen²
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A

 = 1, ( sen
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A

 = ½ ( 
[image: image110.wmf]Ù

A

 = 30°. Assim, 
[image: image111.wmf]Ù

C

= 60° e 
[image: image112.wmf]Ù

B

= 90°, ou seja, o triângulo ABC é retângulo.

03) Solução:

Os pares (7,0) e (0,7) são obviamente soluções da equação dada. Agora, suponhamos x 
[image: image113.wmf]¹

0 e y
[image: image114.wmf]¹

0. Temos: (xy-7)² = x² + y² 
[image: image115.wmf]«

 (xy)² - 14xy + 49 = x² + y² 
[image: image116.wmf]«

(xy)² - 12xy + 36 + 13 = x² + 2xy + y² 
[image: image117.wmf]«

(xy-6)² + 13 = (x+y)² 
[image: image118.wmf]«

(x+y)² - (xy-6)² = 13 
[image: image119.wmf]«

[(x+y)+(xy-6)][(x+y)-(xy-6)] = 13.
Como 13 é primo e x e y são inteiros positivos, então:

(x+y)+(xy-6) = 13 e (x+y)-(xy-6)=1, ou (x+y)+(xy-6) = -13 e (x+y)-(xy-6) = -1.

Resolvendo o primeiro sistema de equações, obtemos:

As únicas soluções (3,4) e (4,3) que satisfazem a equação dada. O segundo sistema não tem solução.

Assim, os pares (7,0), (0,7), (3,4) e (4,3) são todas as soluções inteiras e não negativas da equação dada.

04) Solução:

(a + 
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)² = a² + 
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Também 
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Assim por (*) e pela Nota, temos:

(a + 
[image: image135.wmf]a
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05) Solução:

Suponhamos que a equação x² - ax + 2ª = 0 tenha duas raízes inteiras x1 e x2, então:

x1 + x2 = a   (     2 x1 + 2x2 = 2a      (    2x1 + 2x2 =  x1x2 
[image: image138.wmf]«

 2x1 + 2x2 - x1x2 = 0.    
x1x2 = 2a               x1x2 = 2a            
Fatorando esta igualdade, temos:

x1(2-x2)+2x2 = 0 (*). Somando (-4) em ambos os membros de (*), resulta que x1(2-x2)+2x2 -4 = -4 
[image: image139.wmf]«

 x1(2-x2) -2(2 - x2) = 0 
[image: image140.wmf]«

 (x1-2)(2-x2) = -4 
[image: image141.wmf]«

(x1-2)(x2-2) = 4 ( 
x1 – 2 = 4

x2 – 2 = 1 ou, 

x1 – 2 = -4

x2 – 2 = -1 ou, 

x1 – 2 = 1

x2 – 2 = 4 ou, 

x1 – 2 = -1

x2 – 2 = -4 ou, 

x1 – 2 = 2

x2 – 2 = 2 ou, 

x1 – 2 = -2

x2 – 2 = -2.

Resolvendo os sistemas de equações obtidos anteriormente e usando o fato de que x1 + x2 = a, e a é um número inteiro positivo ímpar, concluímos que a = 9. 
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