GABARITO DA XXIV COM 2011 – NÍVEL 2

1ª PARTE

01) NULA

02) Solução:

Consideremos o triângulo ABC abaixo:
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Nos triângulos ABC e BCD, temos:

2x + 2y +30° = 180° ( x + y = 75° e x + y + D = 180°, logo D = 105°.

03) Letra B
04) Solução:

Escrevendo as frações 
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 com o mesmo denominador comum encontramos 
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, devemos ter 13n < 11n + 33 ( n < 16,5 e, como n é inteiro positivo, então n 
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 16, ou seja, existem 16 frações menores que 
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. Não existe nenhuma alternativa correta.

05) Solução:

Se 2 e 
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 são as raízes da equação x² + bx + c = 0, então teremos:

2b + c = -4 e 2b + 4c = -1, resolvendo o sistema de equações obtemos b = -
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 e c = 1. Logo, c – 2b = 6. Letra A.
06) Solução:

Consideremos os triângulos isósceles ABC e DEF dados abaixo:
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AB = a, GB = 
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, DE = b, HE = 
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, CG = h e FH = h1. Aplicando o teorema de Pitágoras nos 
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ABC e 
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EFH, obtemos: 

h = 
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. Calculando as áreas dos 
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ABC e 
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EFH e igualando os resultados, temos:

a²(4x² - a²) = b²(4x² - b²) ( x² = 
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. Letra C.

07) Solução:

Temos duas possibilidades: 40 ou 16 pontos.

08) Solução:

Consideremos as cores das fitas utilizadas para marcar as ovelhas como sendo cor  A e cor B. Observemos que uma ovelha pode ter no máximo uma fita em cada pata, ou seja, pode ter: nenhuma fita, uma fita cor A, ou uma fita cor B. Assim, em uma única pata podemos ter 3 possibilidades. Mas uma ovelha tem 4 patas. Logo, podemos marcar uma ovelha de 3·3·3·3 = 81 maneiras diferentes e, como duas ovelhas não podem ser marcadas do mesmo jeito, portanto, podemos marcar, no máximo, 81 ovelhas.

09) Solução:

São 8 peças em que aparecem o número 7 e 9 peças onde aparecem o número 8, portanto, no total são 28 + 7 + 8 = 45 peças.

10) Solução:
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Façamos x = y = 1 em F(x)F(y) – F(xy) = 
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 e obtemos: 

[F(1)]² - F(1) = 2 ou [F(1)]² - F(1) – 2 = 0.

Chamemos F(1) = z, assim z² - z – 2 = 0 (uma equação do 2º grau na variável z), cujas raízes são z1 = 2 e z2 = -1 (não serve!). Letra C

2ª PARTE

01) Solução:

Basta ele pegar:

· um prato do 1º conjunto

· dois pratos do 2º conjunto

· três pratos do 3º conjunto

e assim por diante.

Após ele fazer a pesagem desta retiragem, vamos ter um total de x gramas.

Como 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 = 55, façamos:

N = 
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, assim o número N é exatamente o conjunto de pratos com o peso de 150 gramas.

02) Solução:

Consideremos a figura a seguir:
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AB = BC = CD = AD

BP1 = AP2
P2P5 = AP2
P2P5 = P5P1 = P11P4 = P4P6 = P6P3 = P3P2
P3P6 = P6P4 = DP7 = P7C

Como a area de cada um dos dois quadrados menores é igual a a e a área de cada um dos dois retângulos menores é igual a b, então P22P5 = P5P1 = P11P4 = 
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 e P3D = P4C = 
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 =  2
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 então y = 
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.
A área do retângulo ABP1P2 é igual a: AABP1P2 = 2
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 · y = 2
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) = 2a -2b = 2(a-b) com a > b.

Visto que a + b = 24, e 
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 é um número natural, os únicos possíveis valores de a e b são: 16 e 8, 9 e 15, 4 e 20, e 1 e 23.

O único valor possível é AABP1P2 = 2(16 – 8) = 16, pois os outros valores de a e b geram um valor negativo para AABP1P2, o que é absurdo.

03) Solução:

Consideremos o 
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ABC eqüilátero de lado medindo l:
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AB = BC = AC = l.

Tomemos um ponto P no interior do 
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ABC, e tracemos segmentos perpendiculares aos lados AB, BC e AC passando por P.

A soma das áreas dos triângulos ABP, BCP, e ACP é igual à área do 
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ABC.

Chamemos de H a altura do 
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ABC, PD = h1, PE = h2, e PF = h3. Calculando as áreas desses triângulos, obtemos:
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( l(h1 + h2 + h3) = l · H ( h1 + h2 + h3 = H.

04) Solução: 

28 + 211 + 2n = (24)2 + 2 · 24 · 26 + (2n/2)2.

Como (a + b)² = a² + 2ab + b², devemos ter:

2 · 24 · 2n/2 = 2 · 244 · 26 ( 2n/2 = 26 ( 
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Assim, 28 + 211 + 212 = (24)2 + 2 · 24 · 26 + (26)2 = (24 + 26)² = (16 + 64)² = 80².

05) Solução:

Claro que x 
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 EMBED Equation.3  [image: image46.wmf]2
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 e x 
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, para não anular os denominadores.

Sejam A e B os números apagados, ou seja, A e B são inteiros positivos tais que 
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Se x = 1 ou x = 
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, teríamos respectivamente:

8(A-3B) = 105 e 2(2A – 3B) = 105, o que é absurdo, pois os lados esquerdos das igualdades são pares, e os direitos são ímpares.

Se x = 
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, teríamos: 

16
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· (A-B) = 245 – 8(A+B) (*).

Se P
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 = q com p e q inteiros, então p = q = 0, pois se p
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0, então 
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 seria da forma 
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, racional, o que é absurdo.

Fazendo 0 = p = 6(A-B) e 0 = q = 245 – 8(A+B) em (*) temos:

A = B  e 245 = 16ª, o que é absurdo, pois A é inteiro positivo.

Se x = 
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, temos A + 4B = 7 ou 7 – A = 4B, ou seja, 7 – A é um múltiplo de 4. Logo, A = 3 e B = 1.

Assim, item A) letra D, e B) 
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